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Si nos fijamos en el orden o la dimensión de una matriz, definimos:
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 
Contenidos: 

1. Definición de sistema lineal. Clasificación de los sistemas. Notación matricial.
2. Sistemas equivalentes.
3. Resolución de sistemas:

- Método de Gauss.
- Regla de Cramer.

4. Discusión de sistemas. Método de Gauss. Teorema de Rouchè-Fröbenius.
5. Sistemas homogéneos.

1.1. Definición de sistema de lineal. 
Definición 1: Se llama ecuación lineal o de primer grado a una ecuación de la forma 

bxaxaxa nn =+++ 2211  
En esta ecuación se distinguen los siguientes elementos: 
Incógnitas de la ecuación, que son los términos variables nxxx ,,, 21  . En cada ecuación, las 
incógnitas pueden tomar cualquier valor real. 
Coeficientes de las incógnitas, que son los números reales naaa ,, 21  En cada ecuación, los 
coeficientes son números reales fijos. 
Término independiente es el número real b y en cada ecuación es un número fijo. 
Solución de la ecuación son los valores nnxxx ααα === ,,, 2211   de las incógnitas que 
transforman la igualdad en una identidad numérica. 
Discutir una ecuación es averiguar si tiene o no soluciones. 
Resolver una ecuación es encontrar las soluciones de la ecuación. 

Definición 2: Se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas al conjunto for-
mado por m ecuaciones lineales con las mismas incógnitas cada una de ellas; será por tanto, 
un conjunto de la forma siguiente: 
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Coeficientes del sistema son los números reales ija . 

Términos independientes son los números reales jb . 

Solución de un sistema son los valores nnxxx ααα === ,,, 2211   de las incógnitas que 
transforman todas las igualdades del sistema en identidades numéricas: es una solución 
común a todas las ecuaciones. 
Discutir un sistema es averiguar si el sistema tiene o no soluciones y cuántas son. 
Resolver un sistema es encontrar las soluciones del sistema. 



1.2. Clasificación de los sistemas. 
Los sistemas se clasifican en relación con su solución: 
Se llama sistema compatible al sistema que admite, al menos, una solución. Si la solución es 
única, el sistema se llama determinado, y si admite infinitas soluciones, el sistema se llama 
indeterminado. 
Se llama sistema incompatible al sistema que no admite solución. 
En relación con los términos independientes, los sistemas pueden ser homogéneos o no ho-
mogéneos. 
Se llama sistema homogéneo al sistema cuyos términos independientes son nulos. Los sis-
temas homogéneos siempre admiten la solución 021 ==== nxxx  , que se denomina solu-
ción impropia. Si sólo admite esta solución, el sistema es determinado; en caso contrario, el 
sistema es indeterminado y admite infinitas soluciones. 
Esquemáticamente: 

1.3. Notación matricial 
Con el fin de simplificar la escritura de un sistema utilizamos los conocimientos adquiridos 
sobre matrices, tal como se indica a continuación: 
Consideremos el sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas: 
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Definimos las siguientes matrices que van a intervenir en la expresión reducida de los siste-
mas de ecuaciones lineales: 
Matriz de los coeficientes es la matriz formada por los coeficientes de las incógnitas. Es la 
matriz C de dimensión m%n:  
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=matriz de los coeficientes. 

Matriz ampliada es la matriz formada por los coeficientes de las incógnitas, ampliada con 
una columna formada con los términos independientes. Es la matriz A de dimensión 

)1( +× nm : 

Sistema de ecuaciones 
lineales 

Homogéneos 
todos los bi=0 

No homogéneos 
algún bi≠0 

Compatibles 
tienen solución 

Determinados 
solución (0, 0,..., 0) 

Indeterminados 
infinitas soluciones 

Compatibles 
tienen solución 

Incompatibles 
no tienen solución 

Determinados 
solución única 

Indeterminados 
infinitas soluciones 
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=matriz ampliada. 

Matriz de las incógnitas es la matriz formada por las incógnitas. Es la matriz columna X de 

dimensión n%1: 
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Matriz de los términos independientes es la matriz formada con los términos independien-

tes. Es una matriz columna B de dimensión m%1: 
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El sistema en forma matricial se escribe así: BXC =⋅ , o bien, 
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2. Sistemas equivalentes
Definición: Se dice que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mis-
mas soluciones, es decir, cuando toda solución del primero es solución del segundo y vice-
versa. 
Para obtener sistemas equivalentes a uno dado, se pueden efectuar las siguientes transforma-
ciones: 

- Multiplicar una ecuación del sistema por un número no nulo, lo que equivale a mul-
tiplicar todos los elementos de la fila correspondiente de la matriz ampliada del sis-
tema por dicho número. 

- Cambiar el orden de las ecuaciones; esto supone cambiar el orden de las filas corres-
pondientes de la matriz ampliada. 

- Añadir o suprimir una ecuación que sea combinación lineal de las demás ecuaciones; 
es decir, suprimir una fila en la matriz ampliada que sea combinación lineal de las 
demás. 

- Sumar a una ecuación del sistema otra multiplicada por un número distinto de cero. 
Según esto, podremos sumar a una fila de la matriz ampliada otra fila multiplicada 
por un número no nulo. 

- Despejar una incógnita de una de las ecuaciones y sustituirla en las demás. 

Teorema fundamental de equivalencia: 
Si en un sistema de ecuaciones lineales se sustituye la ecuación i-ésima por una combinación 
lineal de dicha ecuación y las demás ecuaciones del sistema, siempre que el coeficiente que 
multiplique a la ecuación i-ésima sea distinto de cero, el sistema resultante es equivalente al 
primero. 



Ejemplo: Son equivalentes los siguientes sistemas: 
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En 1 se sustituye la primera ecuación por la que resulta de sumar las dos primeras multiplica-
das por 1/3. 
En 2 se sustituye la segunda ecuación por la suma de las tres, multiplicadas la primera y la 
tercera por 1 y la segunda por -1. 
En 3 se sustituye la tercera ecuación por la suma de las tres, multiplicadas la primera por 1, la 
segunda por 2 y la tercera por -1. 
Por ser todos los sistemas equivalentes, resulta que las soluciones del sistema propuesto son 
(1, 3, 2). 

3. Resolución de sistemas de ecuaciones lineales.
3.1. Método de Gauss. 
El método de Gauss se basa en el teorema fundamental de equivalencia de sistemas y consiste 
en ir escalonando la matriz ampliada mediante combinaciones lineales de las ecuaciones del 
sistema, hasta conseguir “una matriz escalonada por filas”. De este modo se obtiene un sis-
tema escalonado equivalente al original cuya discusión y resolución es más sencilla. 

Ejemplo: Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: 
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3.2. Regla de Cramer. 
Definición: Se llama sistema de Cramer a un sistema de ecuaciones lineales que tiene el 
mismo número de ecuaciones que de incógnitas, m=n, y además la matriz de los coeficientes 
es regular, es decir su determinante es distinto de cero. 
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Cramer de Sistema

Teorema (Regla de Cramer): 
Los sistemas de Cramer son compatibles y determinados y su solución única se obtiene divi-
diendo por el determinante de la matriz de coeficientes el determinante de la matriz que resul-
ta de sustituir, en la matriz de los coeficientes, la columna que corresponde a los coeficientes 
de la incógnita que se despeja por la que forman los términos independientes. 

Ejemplo: Resolver aplicando la Regla de Cramer los siguientes sistemas de ecuaciones linea-
les: 
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4. Discusión de sistemas de ecuaciones lineales.
Discutir un sistema consiste en estudiar si es compatible o incompatible y. en el primer caso, 
si es determinado o indeterminado. Para realizar este estudio nos basamos en el método de 
Gauss y en el teorema de Rouchè-Fröbenius. 

4.1. Discusión de sistemas por el método de Gauss. 
Sea un sistema de ecuaciones lineales y sea A la matriz ampliada del sistema. 

- Si al reducir A a la forma triangular aparece alguna fila en la que son nulos todos los 
elementos, excepto el correspondiente al término independiente, entonces el sistema 
es incompatible. 

- En caso contrario, el sistema es compatible y se distinguen dos casos: 
• si el número de filas no nulas en la matriz triangular coincide con el número de

incógnitas, el sistema es determinado.
• si el número de filas no nulas es menor que el número de incógnitas, el sistema

es indeterminado.
Ejemplo: Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: 
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4.2. Teorema de Rouchè-Fröbenius. 
Teorema de Rouchè-Fröbenius. 
La condición necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones lineales con n in-
cógnitas tenga solución es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes y el rango de 
la matriz ampliada: 

El sistema lineal es compatible ω rg(C)=rg(A). 
♦ Método para estudiar y discutir un sistema lineal de m ecuaciones con n incógnitas.
Si el sistema es compatible, rg(C)=rg(A)=h, elegimos como menor principal el formado por 
las h primeras ecuaciones e incógnitas. Si este menor no es principal, alteramos el orden de 
las ecuaciones y el de las incógnitas hasta lograr que el menor formado por las h primeras 
ecuaciones y las h primeras incógnitas sea principal. 
Se llaman ecuaciones principales a las h ecuaciones elegidas. 
Se llaman incógnitas principales a las h incógnitas elegidas. 
Al ser las ecuaciones no principales combinación lineal de las ecuaciones principales, el sis-
tema inicial es equivalente al siguiente de Cramer: 
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Si h coincide con el número de incógnitas, h=n, el sistema es compatible y tiene una única 
solución, que se obtiene aplicando la regla de Cramer. 
Si h!n, el sistema es compatible pero indeterminado, las incógnitas principales dependen de 
los valores asignados a las n-h incógnitas no principales, y se calculan las infinitas soluciones 
aplicando la regla de Cramer. 
Resumiendo: 
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Ejemplo: Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: 
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5. Sistemas homogéneos.
Los sistemas homogéneos son un caso particular de los sistemas que acabamos de estudiar. 
Por todo ello, podemos aplicar el teorema de Rouchè-Fröbenius para discutirlos y la regla de 
Cramer para resolverlos. 
Definición: Se llama sistema homogéneo a un sistema de ecuaciones lineales cuyos términos 
independientes son todos nulos. 
Características de los sistemas homogéneos: 

1. Los sistemas homogéneos son siempre compatibles, ya que la última columna de la
matriz ampliada tiene todos los elementos nulos, luego rg(C)=rg(A).

2. Un sistema homogéneo siempre tiene la solución (0, 0, ..., 0), denominada solución im-
propia o trivial.

3. Si un sistema homogéneo admite otras soluciones, por ejemplo

nnxxx ααα ===  , , , 2211  , 

denominadas soluciones propias, también son soluciones 

nnxxx λαλαλα === ,,, 2211   

lo que justifica el nombre de homogéneo, luego los sistemas homogéneos admiten infini-
tas soluciones propias o carecen de ellas. 

5.1. Discusión de un sistema homogéneo. 
La discusión de los sistemas homogéneos es como sigue: 
La condición necesaria y suficiente para que un sistema homogéneo admita soluciones 
distintas de la impropia es que el rango de la matriz de los coeficientes sea menor que el 
número de incógnitas. 
Ejemplo: Discutir y resolver los siguientes sistemas homogéneos: 
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Resolución de sistemas de ecuaciones lineales. Método de Gauss 

1. Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas:

Sea el sistema: 
' ' '

Ax By C
A x B y C

+ =
 + =

Casos que se pueden presentar: 

) Sistema compatible determinado (S.C.D)
' '

La solución es única. (Son dos rectas que se cortan en un punto)

) Sistema incompatible (S.I.)
' ' '

El sistema no tiene solución. (Son dos rectas p

A Ba
A B

A B Cb
A B C

≠ ⇒

= ≠ ⇒

aralelas).

) Sistema compatible indeterminado (S.C.I). La solución depende de un parámetro.
' ' '

El sistema tiene infinitas soluciones. (Son rectas coincidentes).

A B Cc
A B C

= = ⇒

2. Sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas.

Sea el sistema ' ' ' '
'' '' '' ''

Ax By Cz D
A x B y C z D
A x B y C z D

+ + =
 + + =
 + + =

Casos que se pueden presentar, después de hacer las transformaciones, aplicando el método de Gauss, 
para obtener un sistema equivalente al inicial, pero más fácil de resolver: 

) 0 ''' ''' ''' Sistema compatible determinado (S.C.D).
0 0

El sistema tiene una solución única. (Los planos se cortan en un punto).

) 0 ''' ''' ''' Sistema incom
0 0 0 0

IV IV

IV

A B C D
a B C D

C D

A B C D
b B C D

D

 
 ⇒ 
 
 

 
 ⇒ 
 ≠ 

patible.

El sistema no tiene solución. ( Los planos se cortan dos a dos o bien dos son paralelos y el otro los corta)

) 0 ''' ''' ''' Sistema compatible indeterminado (S.C.I) dependien
0 0 0 0

A B C D
c B C D
 
 ⇒ 
 
 

te de un parámetro.

El sistema tiene infinitas soluciones. (Los planos se cortan en una recta).

) 0 0 0 0 istema compatible indeterminado (S.C.I), dependiente de dos parámetros.
0 0 0 0

El sistem

A B C D
d S

 
 ⇒ 
 
 

a tiene infinitas soluciones. (Son planos coincidentes).



PROGRAMACIÓN LINEAL 

Un problema de programación lineal consiste en optimizar una función lineal, llamada función objetivo, 
que está sometida a una serie de condiciones, llamadas restricciones, que se expresan mediante 
inecuaciones o ecuaciones lineales. 

Proceso para la resolución de un problema de programación lineal: 
1. Planteamiento de la función objetivo y sus restricciones.
2. Representación gráfica de las restricciones.
3. Región factible: Conjunto de puntos que cumplen todas y cada una de las restricciones. Esta

puede ser acotada (polígono) o no acotada (línea poligonal).
4. Búsqueda de la solución óptima.

Si la región factible es acotada, el problema tiene al menos una solución óptima. (Si es no
acotada puede no tener solución).
a) Solución óptima única: Se halla en uno de los vértices de la región factible.
b) Infinitas soluciones óptimas: Se hallan en un lado de la región factible (segmento limitado

por dos vértices consecutivos de la región factible).
5. Cálculo de la solución óptima:

Para hallar la solución óptima se puede gráficamente o analíticamente.
Para obtener la solución analíticamente, se sustituyen los vértices obtenidos en la región factible
en la función objetivo, y aquellos valores que cumplan las condiciones serán los puntos óptimos.
Para obtener la solución gráficamente se representa en los mismos ejes en los que se ha
representado la región factible las líneas de nivel, es decir rectas paralelas a la función objetivo y
aquella recta que delimite toda la región factible indicará el punto o puntos solución.

Tipos de problemas de Programación Lineal: 
A) Problemas de producción.

Este tipo de problemas consisten en maximizar beneficios o minimizar costes. 
Ejemplo: (problema 65, página 108). 
Una refinería produce gasolina sin plomo y gasoil en las siguientes condiciones: no puede 
producir más de una tonelada ni menos de 100 kg de cada producto. Los precios de venta son 
de 0.8 unidades monetarias (u.m.) para cada kg de gasolina y de 0.85 para cada kg de gasoil. 
Se produce como máximo un total de 1700 kg entre los dos productos. ¿Cuál es la producción 
que maximiza los ingresos? 
Solución. 
Planteamos la función objetivo y las restricciones: 

( )
 de gasolina sin plomo;   de gasoil

, 0.8 0.85
Restricciones:
100 1000
100 1000

1700
0 ; 0

x kg y kg
Máx z f x y x y

x
y

x y
x y

≡ ≡

= = +

≤ ≤
 ≤ ≤
 + ≤
 ≥ ≥
Representamos gráficamente el conjunto de restricciones: (para facilitar la representación se 
utiliza la escala que, en cada caso, se considera más conveniente) 
Si expresamos la cantidad de producción en centenas, nuestro conjunto de restricciones 
tomaría los siguientes valores: 



1 10
1 10

17
0 ; 0

x
y

x y
x y

≤ ≤
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 y su gráfica es: 

 

(en la mayor parte de los casos, la gráfica se limita al primer cuadrante). 
En este caso la región factible es un pentágono cuyos vértices son A(1;1), B(10;1), C(c1;c2), 
D(d1;d2) y E(1;10) Para determinar las coordenadas de los puntos C y D hay que resolver los 
sistemas de ecuaciones lineales: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

10 10
; 10;7 ; 7;10

17 17
x y

C c c D d d
x y x y

= = 
= ⇒ = = ⇒ = + = + = 

  

Resolución analítica: 
Introducimos los puntos en la función objetivo, y el punto que haga máximo el beneficio será la 
solución del problema: 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

100 0.8 1 0.85 1 165 . . 100 0.8 1 0.85 10 930 . .

100 0.8 10 0.85 7 1395 . . 100 0.8 7 0.85 10 1410 . .

f A u m f B u m

f C u m f D u m

= + = = + =

= + = = + =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

Observamos que en este caso el máximo beneficio se produce en el punto D. Por tanto, la 
producción que maximiza los ingresos es 700 kg de gasolina y 1000 kg de gasoil 
 
Resolución gráfica: 
Representamos sobre el gráfico anterior las “rectas de nivel” correspondientes a la función 
objetivo, es decir rectas paralelas a 0.8 0.85 ;x y k k+ = ∈y⋅ ⋅  



Se observa que toda la región factible queda por debajo de la recta 0.8 0.85 14.1x y+ =⋅ ⋅ . , que 
pasa por el punto D. Luego el óptimo se alcanza en el punto D. 
 

B) Problema de la dieta. 
Se desea saber qué alimentos y en qué cantidades se deben incluir en la alimentación de modo 
que el coste sea mínimo y se satisfagan las necesidades mínimas nutricionales. 
Ejemplo: (problema 60, página 108) 
En una granja hay un total de 9000 conejos. La dieta mensual mínima que debe consumir cada 
conejo es de 48 unidades de hidratos de carbono y 60 unidades de proteínas. En el mercado hay 
dos tipos de productos, A y B, que aportan estas necesidades de consumo. Cada envase A 
contiene 2 unidades de hidratos de carbono y 4 unidades de proteínas y cada envase de B 
contiene 3 unidades de hidratos de carbono y 3 unidades de proteínas. Sabiendo que cada 
envase de A cuesta 0.24€ y que cada envase de B cuesta 0.2€, determina, justificando la 
respuesta: 
a) El número de envases de cada tipo que deben adquirir en la granja con objeto de que el 

coste sea mínimo y se cubran las necesidades de consumo mensuales de todos los conejos. 
b) El valor de dicho coste mensual. 
Solución. 
Planteamos la función objetivo y las restricciones que se deben cumplir para alimentar a un 
conejo: 

( )
producto A ;  producto B

mín , 0.24 0.2
Restricciones:

2 3 48
4 3 60

0 ; 0

x y
z f x y x y

x y
x y

x y
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+ ≥
 + ≥
 ≥ ≥

 

Representamos gráficamente las restricciones: 
 

 
Observamos que, en este caso, la región factible es ilimitada. Si tiene solución, esta se 
encontrará en los vértices P(24;0), Q(q1,q2) o R(0,20). Para hallar las coordenadas del punto Q 



procedemos como en el caso anterior. Se trata de resolver el sistema de ecuaciones lineales 

formado por las rectas que se cortan en ese punto ( )
2 3 48

6;12
4 3 60

x y
Q Q

x y
+ =

= ⇒ = + =
 

Aplicando la resolución analítica, introducimos los puntos en la función objetivo: 
( ) ( )
( )

0.24 24 0.2 0 5.76€ ; 0.24 6 0.2 12 3.84€

0.24 0 0.2 20 4€.

f P f Q

f R

= + = = + =

= + =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅
  

Por tanto, para que el coste sea mínimo y se cubran las necesidades de todos los conejos, se 
deben comprar 6·9000=54000 envases de A y 12·9000=108000 de B. 
El coste mínimo será  3.84·9000=34560€. 
 

C) Problema del transporte. 
Consiste en optimizar el transporte de una mercancía desde diferentes puntos de origen (oferta) 
a diferentes puntos de destino (demanda), con diferentes costes asociados según el origen y el 
destino de la misma. 
Ejemplo: (78 página 110) 
En cierta zona de una comunidad autónoma hay tres fábricas de televisores, O1, O2 y O3, que 
proveen de aparatos a dos ciudades D1 y D2. 
Las producciones de las fábricas y las demandas de las ciudades son, respectivamente: 

O1 O2 O3  D1 D2 
100 150 225  175 300 

Los costes de transporte, en euros, de cada unidad desde un punto de origen a uno de destino 
son: 

 D1 D2 

O1 10 8 
O2 6 5 
O3 4 5 

Halla cuántos televisores deben llevarse desde cada fábrica a cada ciudad para que el coste 
total de los gastos de transporte sea mínimo. Calcula dicho coste mínimo. 
 
Solución: 
Para resolver el problema de transporte primero creamos la tabla que relaciona los valores de 
oferta, demanda y coste: De este modo obtendremos la función objetivo y las restricciones: 

 D1 D2 Total 

O1 
10 

x 
8 

100−x 100 

O2 
6 

y 
5 

150−y 150 

O3 
4 
175−x−y 

5 
x+y+50 225 

Total 175 300 475 
 
Interpretación de la tabla: Si del primer origen se llevan x televisores al primer destino, al 
segundo destino ya solo se podrán llevar 100−x. Si del segundo destino se llevan y televisores al 
primer destino al segundo ya sólo se podrán llevar 150−y. Por último, si el primer destino ya ha 
recibido x+y televisores de los dos primeros distribuidores, el  tercer distribuidor sólo le podrá 
enviar 175−(x+y); y al segundo destinatario le podrá enviar 225−(175−x−y)=x+y+50. 
(Si la tabla está bien hecha, los totales finales deben coincidir). 
A partir de esta tabla ya se puede plantear la función objetivo y las restricciones: 
La función objetivo, en este caso, consiste en hallar la función que minimiza el coste. Esta 
función depende de lo que cuesta transportar cada unidad de cada origen a cada destino. Por 
tanto: 



( )
( )

min , 10 6 4(175 ) 8(100 ) 5(150 ) 5( 50)

min , 3 2 2500

z f x y x y x y x y x y

z f x y x y

= = + + − − + − + − + + + ⇒

⇒ = = + +
  

Restricciones: (todos los valores que aparecen dentro de la tabla tienen que ser positivos). 
0 ; 0

0 100100 0
0 150150 0

0 175175 0
50 0 0

x y
xx
yy

x yx y
x y x y

≥ ≥
 ≤ ≤− ≥  ⇒ ≤ ≤− ≥ 
  ≤ + ≤− − ≥ 

+ + ≥ → + ≥

  

(La ecuación 50 0x y+ + ≥  es redundante, pues no aporta información al sistema). 
Una vez que ya tenemos la función objetivo y las restricciones se procede como en los dos 
problemas anteriores: 
Para la representación gráfica, operamos con decenas: 
 

 
 
Vemos que la región factible es un pentágono formado por los puntos A(0;0), B(10,0, C(10;7.5) 
D(2.5;15) y E(0;15). Y que la recta 3x+2y=0 queda por debajo de la región factible, luego el 
mínimo coste se obtiene en el punto A(0;0). 
También se puede comprobar analíticamente sin más que calcular la función objetivo en cada 
uno de los puntos. 
Puesto que el coste mínimo se obtiene para (x;y)=(0;0) la distribución habría que hacerla de 
acuerdo a la siguiente tabla: 

 D1 D2 Total 

O1 
10 

0 
8 

100 100 

O2 
6 

0 
5 

150 150 

O3 
4 

175 
5 

50 225 

Total 175 300 475 

Y el precio del transporte sería ( ) 2500€f A =  



 
 
 
 
 
 
 
 
 

BLOQUE II: 
ANÁLISIS 

  



Propiedades de las potencias: 

Un número elevado a cero es 1: =0 1a  
Un número elevado a 1 es el propio número: =1a a  

Un número elevado a -1 es el inverso de dicho número: − =1 1a
a

Producto de potencias de igual base: Se escribe la misma base y se suman los exponentes: +=·m n m na a a

Cociente de potencias de igual base: Se escribe la misma base y se restan los exponentes: −=:m n m na a a

Potencia de una potencia. Se escribe la misma base y se multiplican los exponentes: ( ) = ·nm m na a

Potencia de exponente negativo: Es la potencia del inverso de la base. −  = = 
 

1 1n
n

na
a a

Producto de potencias de igual exponente: Se multiplican las bases y se deja el mismo exponente: 
( )=· · mm ma b a b

Cociente de potencias de igual exponente: Se dividen las bases y se deja el mismo exponente:  =  
 

mm

m

a a
b b

Propiedades de los radicales 

Un radical es una potencia cuyo exponente es un número fraccionario: =
1

n na a

Radicales equivalentes: Si se multiplica por un mismo número el índice de la raíz y el exponente del 
radicando, el radical no varía: = · ·m pn n pm a a  

Potencia de un radical: Es una raíz del mismo índice y de exponente del radicando el exponente del radical: 

( ) =
n

nmm a a

Producto de radicales del mismo índice: Se multiplican los radicandos y se escribe el mismo índice para la 
raíz: =· ·m m ma b a b  

Cociente de radicales del mismo índice: Se dividen los radicandos y se escribe el mismo índice para la 

raíz: =
m

m
m

a a
bb

Radical de un radical: Se multiplican los índices y se escribe el mismo radicando: = ·n m n ma a



Propiedades de los logaritmos 

Definición de logaritmo: log ; , , 1y
a x y a x a x a+= ⇔ = ∈ ≠y  

1. El logaritmo de la unidad en cualquier base es 0: log 1 0a =

2. El logaritmo de un número en su base es la unidad: log 1a a =  
3. El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de cada uno de los

factores: ( )log log loga a axy x y= +

4. El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia del logaritmo del dividendo menos el

logaritmo del divisor: log log loga a b
x x y
y

 
= 

 
−

5. El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo de su
base: ( )log logy

a ax y x=

6. Cambio de base. El logaritmo de un número en una base se puede expresar en cualquier

otra base: loglog
log

b
a

b

xx
a

=

También se puede afirmar: log log 1a bb a =⋅  



LÍMITE DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO













ASÍNTOTAS 

La palabra asíntota, (antiguamente, "asímptota"), proviene del griego asumptotos, compuesto de "a" = "sin" y 

de "sumpipto" = "encontrarse"; por tanto, nuestro término viene a significar "sin encontrarse, sin tocarse". 

En el estudio de funciones llamamos asíntota a la línea recta hacia la que se aproxima infinitamente la gráfica 

de la función, pero sin llegar a encontrarse durante dicha aproximación infinita. 

ASÍNTOTAS VERTICALES 

Cuando una función ( )f x no está definida en un punto a" " , pero para valores cercanos a dicho punto (por

la derecha, por la izquierda o por ambos lados), las imágenes correspondientes se hacen cada vez más 

grandes en valor absoluto, entonces diremos que la recta x a=  es una asíntota vertical de ( )f x . Es decir:

La recta "x=a" es una ASÍNTOTA VERTICAL (AV) de la función ( )f x si y solo si ( )
x a

f xlim
→

= ∞  

x a
f x x a es AV por la izquierdalim ( )

−→
= ±∞ ⇒ =

x a
f x x a  es AV por la derechalim ( )

+→
= ±∞ ⇒ =

x a
f x x a  es AVlim ( )

→
= ±∞ ⇒ =  

x 3

x 3
x 3

f x
f x  x 3 es  AV

f x

lim ( )
lim ( )

lim ( )
−

+

→

→
→

= −∞= ∞ ⇒ = = +∞

Observaciones: 
1) Una función puede tener varias asíntotas verticales, incluso infinitas

2) La gráfica de una función nunca corta a una asíntota vertical.

3) La tendencia hacia infinito a ambos lados del punto de discontinuidad puede ser idéntica u opuesta.



ASÍNTOTAS HORIZONTALES 

Si la gráfica de una función ( )f x , cuando los valores de la variable independiente "x" se hacen muy grandes

(en valor absoluto), se van aproximando cada vez más a un valor determinado ( y k= ), sin llegar nunca a 

tomarlo, entonces decimos que y k=  es una asíntota horizontal (AH) de f x( ) . Es decir: 

La recta "y=k" es una ASÍNTOTA HORIZONTAL (AH) de la función f(x) si y sólo si ( )
x

f x klim
→∞

=

x   
f x k y k  es  AV de f x  lim ( ) ( )

→ ± ∞
= ⇒ =

x
f x k y k  es  AH por la derechalim ( )

→+∞
= ⇒ =

x
f x k y k  es  AH por la izquierdalim ( )

→−∞
= ⇒ =

x

x

x

f x 2
f x 2 y 2  es  AH de f x

f x 2

lim ( )
lim ( ) ( )

lim ( )

−

→−∞

+→±∞

→+∞

 =
= ⇒ =

=

Observaciones: 
1) Una función real de variable real puede tener como máximo 2 asíntotas horizontales (en este último caso,

una de ellas es asíntota por la derecha y la otra lo es por la izquierda).

2) Hay funciones que sólo tienen asíntota horizontal por la derecha o por la izquierda.

3) La gráfica de una función puede cortar a una asíntota horizontal.



ASÍNTOTAS OBLICUAS 

Una recta de ecuación y mx n= + ( m 0≠ ) es una asíntota oblicua (AO) de una función f x( ) si para valores 

de “x” cada vez más grandes (en valor absoluto), los puntos de la recta y los de la gráfica de la función están 

cada vez más próximos. Es decir: 

La recta "y=mx + n " es una ASÍNTOTA OBLICUA (AO) de la función f(x) si y sólo si ( )
x

f x mx nlim
→∞

= +

El cálculo de los valores de m y n se obtiene a partir de la expresión anterior: 

( ) ( ) ( )( )
x x x

f x n f x
m m n f x mx

x x
lim lim ; lim
→∞ →∞ →∞

−
= ⇒ = = −

( ) ( ) ( )
x x

f x 1 x x 2m n f x 1 y es AO de f x
x 2 2 2

lim ; lim
→∞ →∞

− = = = − = − ⇒ = 
 

Observaciones: 
1) Si una función tiene asíntotas horizontales, no tiene oblicuas. Esto es evidente, puesto que una asíntota

horizontal y n=  es realmente un caso particular de la asíntota oblicua y mx n= + , con m 0= . Por tanto,

la presunta asíntota oblicua que buscamos, es la horizontal ya existente.

2) La gráfica de una función puede cortar a una asíntota oblicua.

3) Una función no tiene por qué tener asíntotas. Puede no tener ninguna (cualquier función polinómica);

tener sólo asíntotas verticales (una o más); sólo asíntotas horizontales u oblicuas (una o dos como

máximo); o tener asíntotas de dos tipos: verticales y horizontales o verticales y oblicuas.





finito dicho límite



Derivabilidad de una función en un punto

Toda función f, derivable en un punto, con derivada finita, es continua en ese punto.

El recíproco no es cierto, existen funciones continuas en un punto y no son derivables en él.

Pasos para estudiar la derivabilidad de una función en un punto x0:

1. Continuidad de una función en un punto.

2. Derivabilidad de la función en x = x0

Se estudian las derivadas laterales en el punto:







CUADRO DE DERIVADAS 

FUNCIÓN DERIVADA CASOS PARTICULARES 

Constante kxf =)( 0)(' =xf

Polinómica 
n

n xaxaxaaxf ++++= 

2
21)(

1
21 2)(' −+++= n

n xnaxaaxf 

Producto )()( xgxf ⋅  ( ) )(')()()(')()( ' xgxfxgxfxgxf ⋅+⋅=⋅  

Cociente 
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Compuesta ( ) ( ))()( xfgxfg = ( ) ( ) )(')(')(' xfxfgxfg ⋅=

Potencial ( ) ∗ℜ∈nxf n ,)(  
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==
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e
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=
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Trigonométricas: 
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Funciones 
Definición: Es una correspondencia entre dos conjuntos tales que a cada elemento del 
conjunto inicial le corresponde un único valor del conjunto final. 
Variable independiente, x; son los valores del conjunto inicial. 
Variable dependiente, y, son los valores del conjunto final, que dependen de los 
valores de x. 
 
Función real de variable real: Es aquella que hace corresponder a un subconjunto de 
la recta real con un subconjunto de la misma recta, se representa por: :f →   
Dominio de una función: D(f) Es el conjunto de valores que toma el conjunto inicial. 
Puesto que se trata de funciones reales de variable real, el dominio serán todos los 
números reales para los que está definida la función ( )f x . 
Recorrido de una función: R(f) o Im(f) Es el conjunto de valores que toma el conjunto 
final. Para las funciones reales de variable real, el recorrido son todos los valores que 
toma la variable dependiente. 
 
Ejemplo:  

( ) { } ( ) { }

:
2 3

1
1 ; Im 2

f
xx y
x

D f f

→
+

→ =
−

= − = −

 

 

 

 
 
 
Operaciones con funciones: 
 
• Suma o diferencia de funciones: 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );f g x f x g x D f g D f D g± = ± ± = ∩  

• Producto de funciones: 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );f g x f x g x D f g D f D g= = ∩⋅ ⋅ ⋅  

• Cociente de funciones: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ); , 0

f xf fx D D f D g g x
g g x g

   
= = ∩ ≠   

   
 

• Composición de funciones: 
Se define la función “f compuesta con g” como: 
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

g f x g f x

D g f D f f x D g

=   
= ∈  





 

• Función inversa o recíproca 
Si la función f es inyectiva, es decir, cada valor de x se 
corresponde con un único valor de y, entonces la función 

1f −  transforma cada valor de y en su correspondiente x, para cada valor de ( )Imy f∈  



Si 1f −  es la función inversa de f , entonces ( )( ) ( )( ) ( )1 1f f x f f x I x− −= =  , siendo 

( )I x  la función identidad: ( ) .I x x=  
 

Ejemplo: Halla la función inversa de ( ) 2 3
1

xf x
x
+

=
−

 

1º Se comprueba que ( )f x  es inyectiva, ya que no se puede obtener el mismo valor de ( )f x  

para dos valores distintos del dominio de ( )f x : 

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

1 2

2 3 2 3  es inyectiva
1 1

x x f x f x
x xf x f x x x f
x x

≠ ⇒ ≠

+ +
= = = ⇔ = ⇒

− −

 

2º Se despeja x de la función 2 3
1

xy
x
+

=
−

3
2

yx
y
+

⇒ =
−

 

3º Se cambia el nombre a las variables: ( )1 3
2

xy f x
x

− +
= =

−
 

4º Para comprobar que las funciones son inversas se calcula ( )( )1 ,f f x−
  comprobando que se 

obtiene la función identidad: ( ) .I x x=  

Observación: Si ( )f x  admite función inversa, entonces se verifica: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1Im ; ImD f f f D f− −= =  

Puntos de corte con los ejes. 
Sea :f →  . 
Punto de corte con el eje de ordenadas, recta 0.x = Si ( )0x D f= ∈ entonces la función 

corta al eje de ordenadas, eje Y, en el único punto ( )( )0, 0f . En otro caso, la función no 
corta al eje Y. 
Puntos de corte con el eje de abscisas, recta 0.y =  La función ( )f x  corta al eje de 

abscisas, eje X, en todos aquellos puntos que verifican la ecuación ( ) 0f x = . 

Los puntos de corte con el eje de abscisas son de la forma: ( ),0x  
Simetrías. 
• Decimos que una función ( )f x  es simétrica respecto del eje de ordenadas, eje Y, 

cuando ( ) ( ) ( ),f x f x x D f− = ∀ ∈ . Estas funciones son llamadas funciones pares. 

• Decimos que una función ( )f x  es simétrica respecto del Origen, ( )0,0 ,O  cuando 

( ) ( ) ( ),f x f x x D f− = − ∀ ∈ . Estas funciones son llamadas funciones impares. 

Ejemplos: Estudia la simetría de las funciones ( ) ( )2 34 y 5f x x g x x x= + = −  

Calculamos ( ) ( ),  f x g x− −  y comparamos los resultados obtenidos con las funciones dadas. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

3 3

4 4

5 5 0,0

f x x x f x Sim respecto eje Y

g x x x x x g x Sim respecto O

− = − + = + = ⇒

− = − − − = − + = − ⇒
 



Periodicidad de una función. 

Una función es periódica, de periodo T, si para cada ( )x D f∈  se verifica ( ) ( )f x f x T= +  

Ejemplo: 

La gráfica siguiente corresponde a una función periódica: 

Se puede observar que la ´grafica definida en el intervalo [0,3) , de amplitud 3, es la que 
se repite; así ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 2 ; 5 5 3 8 ;f f f f f f− = − + = = + = etc. El período es 3T =  y 

se cumple que ( ) ( )3 ,f x f x x= + ∀ ∈  

Monotonía de una función: Crecimiento y decrecimiento; máximos y mínimos. 

• Una función, ( ) ,f x  es monótona creciente, o creciente, en un intervalo [ ],a b  de su 

dominio, si para cualesquiera ( ) ( ) ( )1 2 1 2,x x a b f x f x< ∈ ⇒ <  

• Análogamente, una función, ( ) ,f x  es monótono decreciente, o decreciente, en un 

intervalo [ ],a b  de su dominio, si para cualesquiera ( ) ( ) ( )1 2 1 2,x x a b f x f x< ∈ ⇒ >  

• Si para cualesquiera ( ) ( ) ( )1 2 1 2,x x a b f x f x< ∈ ⇒ = , entonces ( )f x  es una función 
constante en dicho intervalo. 

• Una función presenta un máximo relativo en ( )x a D f= ∈  si en un entorno de 

( ), ,ra E a los valores que toma la función son menores o iguales que ( ) :f a  

( ) ( ) ( ), rf x f a x E a≤ ∀ ∈  

Si, además, el valor de ( )f a  en, es el mayor valor que toma la función en todo su 
dominio, entonces x a=  es el máximo absoluto de la función. 

• Una función presenta un mínimo relativo en ( )x a D f= ∈  si en un entorno de 

( ), ,ra E a los valores que toma la función son mayores o iguales que ( ) :f a  

( ) ( ) ( ), rf x f a x E a≥ ∀ ∈  



Si, además, el valor de ( )f a  en, es el menor valor que toma la función en todo su 
dominio, entonces x a=  es el mínimo absoluto de la función. 

Acotación de una función. 

• Una función está acotada superiormente, si existe un valor k∈ tal que 
( ) ( ),f x k x D f≤ ∀ ∈ . La menor de las cotas superiores es el extremo superior de 

( )f x . Si además esta cota pertenece a la función, entonces es el máximo absoluto 

de la función ( )f x . 

• Una función está acotada inferiormente, si existe un valor k∈ tal que 
( ) ( ),f x m x D f≥ ∀ ∈ . La mayor de las cotas inferiores es el extremo inferior de 

( )f x . Si además esta cota pertenece a la función, entonces es el mínimo absoluto 

de la función ( )f x . 

• Si una función está acotada superiormente e inferiormente, entonces es una función 
acotada. 

Ejemplo: 

La gráfica correspondiente a la función parte decimal de un número ( ) [ ]f x x E x= −  es 

Como se puede observar su cota superior es 1k = , pero no es su máximo absoluto ya 
que este valor no es alcanzado por la función: ( ) [ ] 1f x x E x x= − < ∀ ∈  

Su cota inferior es 0m = , que es su mínimo absoluto, ya que este punto sí pertenece a la 
función. Este punto se alcanza en todos los números enteros: ( ) [ ] 0 .f x x E x x= − = ∀ ∈  

Estudio de la monotonía de una función. Máximos y mínimos relativos. 

Para estudiar la monotonía de una función y hallar sus máximos y mínimos relativos se 
calcula su primera derivada y se estudia su signo: 

• Una función es creciente (decreciente) en un intervalo (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) de su dominio si y 
solo si 𝑓𝑓´(𝑥𝑥) > 0 (𝑓𝑓´(𝑥𝑥) < 0) en todos los puntos de dicho intervalo, ∀𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏). 

• Una función presenta un punto crítico, máximo o mínimo relativo en un punto de 
su dominio 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 si 𝑓𝑓´(𝑐𝑐) = 0 
 



Si 𝑓𝑓´(𝑐𝑐) = 0;  𝑐𝑐 ∈ 𝐷𝐷(𝑓𝑓), en 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 la función presenta un punto crítico. Decimos que 
en 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 presenta un mínimo si 𝑓𝑓´(𝑐𝑐−) < 0  𝑦𝑦  𝑓𝑓´(𝑐𝑐+) > 0 

Decimos que en 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 presenta un máximo si 𝑓𝑓´(𝑐𝑐−) > 0  𝑦𝑦  𝑓𝑓´(𝑐𝑐+) < 0. 

Curvatura de una función: concavidad, convexidad y puntos de inflexión. 

Para estudiar la curvatura de una función en un intervalo (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) se calcula su segunda 
derivada y se estudia su signo. 

• Decimos que una función es cóncava hacia arriba (cóncava) en un intervalo (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 
si 𝑓𝑓´´(𝑥𝑥) > 0,∀𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏). Análogamente es cóncava hacia abajo (convexa) en un 
intervalo (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) si 𝑓𝑓´´(𝑥𝑥) < 0,∀𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 

• Una función presenta un punto de inflexión, P.I., en 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 ∈ 𝐷𝐷(𝑓𝑓), cuando se 
verifica que 𝑓𝑓´´(𝑐𝑐) = 0 y 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑓𝑓´´(𝑐𝑐−) ≠ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑓𝑓´´(𝑐𝑐+) 
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Propiedades de la Integral Indefinida: 

1. La derivada de la función integral indefinida es igual a la función integrando.

( ) )( )( xfdxxf =
′

∫
2. La integral de la suma de dos funciones es igual a la suma de las integrales de las fun-

ciones.

[ ]∫ ∫ ∫+=+ dxxgdxxfdxxgxf  )( )( )()(

3. La integral indefinida del producto de un número real k por una función es igual al pro-
ducto de k por la integral indefinida de la función.

∫ ∫= dxxfkdxxkf  )( )(



INTEGRALES

Primitiva de una función

Si F es una primitiva de f en [a,b], cualquiera otra primitiva G(x) de f en  [a,b] es de la forma F(x)+C.

Integral indefinida

El conjunto de todas las primitivas de f se representa por

y se denomina integral indefinida de f.

Propiedades de la integral indefinida:

Integración por cambio de variable

El método de integración por sustitución o cambio de variable se basa en la derivada de la 
función compuesta.

Para cambiar de variable se identifica una parte de lo que se va a integrar con una nueva 
variable t, de modo que se obtenga una integral más sencilla.

Ejemplo:



Integración por partes

Es consecuencia de la derivada de un producto. A veces es más fácil hallar una primitiva de 

que de 

Otra expresión equivalente y más utilizada es: 

Ejemplo:

Observaciones:

Al calcular la primitiva de v, se toma como constante de integración C = 0. Sin embargo se 
podría haber tomado otra constante, pues el resultado habría sido el mismo.



Integración de funciones racionales

Teorema de descomposición en fracciones simples:

Cualquier cociente de polinomios  en el que  puede escribirse como

suma de fracciones en las que los denominadores son, o bien una potencia de un binomio (xa) o 
bien una potencia de un trinomio de segundo grado x2+bx+c y el numerador es, respectivamente 
una constante o un polinomio de grado menor o igual que 1.

Casos:

1. Q(x) es un polinomio de primer grado: Su primitiva es un logaritmo natural.

2. Q(x) es un polinomio de segundo grado sin raíces reales: Su primitiva es un arcotangente.

Ejemplo: 



INTEGRAL DEFINIDA

Dada una función real de variable real, f(x) en un intervalo [a,b]  R, la integral definida es igual al área 
de la región del plano limitada entre la gráfica de f(x), el eje de abscisas y las rectas x = a, x = b. 

Propiedades:

1. La integral definida en un punto es cero:

2. El valor de la integral definida cambia de signo si se permutan los límites de integración:

3. Aditividad respecto del intervalo de integración. Si c  (a,b) entonces:

4. (Propiedad de linealidad). La integral definida de una suma de funciones es igual a la suma de
las integrales definidas.

5. La integral definida del producto de una constante por una función es igual al producto de la
constante por la integral definida de la función:

6. Monotonía.

7.



INTEGRAL DE RIEMANN

Sumas inferior y superior de Riemann. Funciones integrables

Una partición de un intervalo [a,b] es un conjunto finito de números reales {x0, x1, x2,...,xn} tales que
 a = x0 < x1 < x2 <...< xn = b

Los segmentos  Ii = [xi1,xi] , 1 ≤ i ≤ n se llaman subintervalos de la partición.

Sean mi el valor ínfimo y Mi el valor supremo que toma la función f en el intervalo Ii. Se definen 

Sea f una función continua y acotada en [a,b]. Dividimos el intervalo [a,b] en subintervalos Ii que 
pueden no tener la misma amplitud.

Suma inferior de Riemann: 

Suma superior de Riemann



Criterio de integrabilidad de Riemann (18261866):

Una función acotada en [a,b] es integrable en sentido Riemann en [a,b] si y sólo si 
se verifica:

Si f(x) es integrable y f(x)≥0 en [a,b], entonces = Área sombreada. 

Función integral

Sea f(t) una función continua en el intervalo [a,b]. A partir de esta función se define:

Geométricamente esta función representa el área del recinto 
limitado por la curva y=f(t), el eje de abscisas y las rectas t=a y t=x. 

como la función Área de la función f(t) en el intervalo [a,b]

Teorema fundamental del cálculo:

Toda función continua, f(x), en un intervalo cerrado, [a,b] admite una primitiva en dicho intervalo.



Teorema del valor medio del cálculo integral.

El teorema del valor medio para el cálculo diferencial dice:
Si f es una función continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces

El teorema del valor medio para el cálculo integral es análogo y establece que:

Si f es continua en [a,b] existe al menos un número                tal que:

Al valor f(c) se le llama valor medio de f en el intervalo [a,b].

Demostración:

Así el número                                 es un número comprendido entre el mínimo y el máximo

de f en [a,b], por lo que aplicando el teorema de Darboux de los valores intermedios, existe 
un                tal que  

Es decir: 



Regla de Barrow

Si f es continua en [a,b] entonces 

donde F es cualquier primitiva de f.

Derivación bajo el signo integral

Sea F(t) una primitiva de f(t), F'(t)=f(t), entonces:

Y derivando los dos extremos de esta igualdad se tiene:



BLOQUE III: 
ESTADÍSTICA Y PROBABILIDAD 



Combinatoria: Estudio de las agrupaciones u ordenaciones de un conjunto de elementos.



1. Variables aleatorias discretas y continuas

Una variable aleatoria es una función definida en el espacio muestral de un experimento
aleatorio que asocia a cada elemento del espacio muestral un número.

Variable aleatoria discreta: Cuando el recorrido de la variable está formado por un número finito de valores o
por un número infinito numerable. Por ejemplo, número de llamadas telefónicas recibidas por una central en un 
año.

Variable aleatoria continua: Cuando el recorrido de la variable pertenece a un intervalo de la recta real, es 
decir, su recorrido es infinito no numerable. Por ejemplo, tiempo que tarda un atleta en realizar una prueba.

Recorrido de la variable aleatoria: conjunto de valores asociados a los elementos del espacio muestral.

Ej. pág. 274

12.1 Se lanza tres veces una moneda y se define la v. a. X, que asigna a cada elemento del espacio muestral el

        número de cruces.

a) ¿Qué tipo de variable es?

b) ¿Cuál es su recorrido?

12.2. El tiempo máximo de espera en una parada de autobús es de 5 minutos. Se considera la v. a. X que asigna

         a una persona el tiempo que tiene que esperar en esa parada a que llegue el autobús.

a) ¿Qué tipo de variable es?

b) ¿Cuál es su recorrido?



2. Funciones de probabilidad y de densidad.

Se llama  función de probabilidad  de una v. a. discreta X a la función que asocia a cada valor x i de la 
variable su probabilidad p i

Propiedades de la función de probabilidad:

Media y varianza de una v. a. discreta:

Ej 12.3.Se extraen sin reemplazamiento dos bolas de una urna que contiene dos bolas blancas y una negra.
             Determina la función de probabilidad de la variable X="nº de bolas blancas extraídas". Calcula la
             media y la varianza de esta variable.

Se llama  función de densidad de una v. a. continua X  a la función que cumple:

1º.  en todo su dominio.

2º. El área limitada por la gráfica de f(x) y el eje de abscisas es 1.

3º. La probabilidad coincidirá con el área bajo la curva en el intervalo [a,b]

En el caso de las v. a. continuas la probabilidad en un punto es siempre cero.

Ej. pág 275





Tipos de sucesos:

Diferencia de dos sucesos A y B:

Intersección de dos sucesos A y B:

Propiedades para la unión e intersección de sucesos:

- Asociativa, conmutativa, elemento neutro,

Leyes de De Morgan:



8.

9.



10.



11.

12.





17.

18.

Ejercicios:





19.

20.

Ejercicios:

21.

22.



Definición:

         en los siguientes casos: a) Con devolución. b) Sin devolución.

    “salir cara en el segundo lanzamiento”, y 

Ejercicios:

25. Se considera el experimento aleatorio compuesto consistente en lanzar dos veces un dado.
a) ¿Cuántos elementos tiene el espacio muestral de este experimento?
b) Calcula la probabilidad de obtener primero un 2 y luego un 5.



es de 0,3, es decir, que P

Ejercicios:

30.

31.

32.

33.



a) Realiza una tabla de contingencia con los resultados de esta clase.

37. (PAU) En un experimento aleatorio consistente en lanzar simultáneamente tres dados equilibrados de seis caras se pide
 calcular la probabilidad de obtener: a) Tres unos. b) Al menos un dos. c) Tres números distintos. d) Una suma de 4.

38.



Ejercicios:



Ejercicios:

43. (PAU) Una fábrica dispone de tres máquinas que fabrican arandelas. Se sabe que la máquina produce
   un 1% de arandelas defectuosas; la 

, el 35% restante. Al cabo de un día se toma una arandela al azar de la producción total.
  Si la arandela elegida es defectuosa, calcula la probabilidad de que haya sido fabricada en la máquina 

44. (PAU) En una caja hay 10 bombillas, 2 de las cuales son defectuosas. Con el fin de detectarlas, vamos probando una
 tras otra. ¿Cuál es la probabilidad de que la tarea finalice exactamente en el tercer intento?

45. (PAU) Un médico ha observado que el 40% de sus pacientes fuma, y de estos, el 75% son hombres.

a) Un paciente no fumador sea hombre.
b) Un paciente sea hombre fumador.
c) Un paciente sea mujer.

46. (PAU) En una empresa de auditorías se ha contratado a tres personas para inspeccionar a las empresas bancarias

    tercera, el 25% restante. Se ha comprobado que el 1% de las inspecciones que realiza la primera persona son erróneas,
    la segunda persona comete un 3% de errores, y la tercera, un 2%.

b) Al elegir una inspección correcta, ¿cuál es la probabilidad de que la haya realizado la segunda persona?

47. (PAU) La plantilla de empleados de unos grandes almacenes está formada por 200 hombres y 300 mujeres. La cuarta
     parte de los hombres y la tercera parte de las mujeres solo trabajan en el turno de mañana. Elegido uno de los
    empleados al azar:

a) ¿Cuál es la probabilidad de que sea hombre o solo trabaje en el turno de mañana?
b) Sabiendo que el empleado elegido no solo trabaja en el turno de mañana, ¿cuál es la probabilidad de que sea mujer?

48. El 25% de los aparatos que llegan a un servicio técnico tienen garantía. Entre los que no tienen garantía, un 20%
ya fueron reparados en otra ocasión. Finalmente, el 5% de los aparatos tienen garantía y además ya fueron

reparados 
en otra ocasión.
a) ¿Qué porcentaje de los aparatos que llegan al servicio ya fueron reparados en otra ocasión?
b) ¿Qué porcentaje no fueron reparados en otra ocasión y además no tienen garantía?
c) Un aparato que acaba de llegar ya fue reparado en otra ocasión. ¿Qué probabilidad hay de que tenga garantía?
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Inferencia  Estadística. 

1. Muestras.
2. Distribución muestral de medias.
3. Distribución muestral de proporciones.
4. Intervalos de confianza.

4.1. Intervalos de confianza para una distribución de medias. 
4.2. Intervalos de confianza para una distribución de proporciones. 

5. Relación entre el nivel de confianza, el error y el tamaño de una muestra.

1. Muestras
Población estadística es un conjunto de cuyos elementos queremos obtener una información 
determinada. 
Muestra es un subconjunto representativo de la población que elegimos para realizar un estudio 
estadístico. 

Las técnicas que utilizamos para elegir una muestra se llaman muestreo. Los tipos más 
usuales de muestreo son: 
Muestreo aleatorio simple (m.a.s.) 

Los elementos de la muestra se eligen al azar, teniendo todos la misma probabilidad de ser 
elegidos. Los muestreos pueden ser con o sin repetición. 
Muestreo sistemático 

Si queremos obtener una muestra de tamaño n, en una población de tamaño N, procederemos 
así: 

Se ordenan y numeran los elementos de la población. El primer elemento de la muestra , 

llamado origen, se obtiene al azar  entre los valores: 1, 2, ... , h = 
n
N . Los demás valores se obtienen

sumando al primer elemento un número fijo, llamado salto. 

Muestreo estratificado 
Se divide la población en clases homogéneas, llamadas estratos, y en cada una de ellos se 

determinan los elementos de la muestra (normalmente al azar y de forma proporcional al tamaño de 
cada estrato). 
Muestreo por conglomerados o áreas 

Se suele utilizar en poblaciones que son homogéneas. Se divide la población en distintas 
secciones o conglomerados, se eligen al azar  una o varias de estas secciones y se forma la muestra 
con todos los elementos de las secciones elegidas. 



2. Distribución muestral de medias.
Tenemos una población, de la que conocemos su media µ  y su desviación típica  σ . 

Llamemos  iM  a una muestra de tamaño n obtenida de la población dada, y sea iX  la media 

aritmética de la característica que estamos estudiando, en la muestra iM . 

Si extraemos todas las muestras de tamaño n de nuestra población y calculamos sus medias 
aritméticas obtenemos un conjunto ( )kXXX ,,, 21   que se llama distribución muestral de medias,

que representaremos por X . 
Se demuestra que si la población de partida es normal, o n es lo suficientemente grande 

( )30≥n , también es normal la distribución de medias, siendo sus parámetros 

 µµ =
x

 

 
nx

σ
σ =

OBSERVACIÓNES: 
1) Si la población de partida no es normal y n es pequeño (n < 30), la distribución de muestras

no es normal y su estudio queda fuera de los objetivos de este curso.
2) Si no conocemos la desviación típica de la población, σ , podemos realizar un cálculo

aproximado de su valor 
1−n

S   (donde S es la desviación típica de la muestra, que se

puede calcular si es necesario) 

3. Distribución muestral de proporciones.-
En una población dada la proporción de individuos que tienen una determinada característica, 

C, es 0p . Llamemos iM  a una muestra de tamaño n obtenida de la población dada, y llamemos ip
a la proporción de elementos de esta muestra que tienen la característica C. Si extraemos todas las 
muestras de tamaño n de nuestra población y en cada una de ellas estudiamos la proporción de 
elementos que tienen la característica C, obtenemos un conjunto ( )kppp ,,, 21   que se llama

distribución muestral de proporciones, que representaremos por P̂ . 

Se demuestra que, si n es suficientemente grande y 0p  no se aproxima a 0 ó a 1, la 
distribución muestral de proporciones se distribuye normalmente, siendo sus parámetros: 

 0ˆ pp =µ

 ( )
n

pp
p

00
ˆ

1. −
=σ

OBSERVACIÓN: 

Si n es pequeño, o 0p  tiene un valor próximo a 0 ó a 1, la distribución muestral de 
proporciones no es normal y su estudio queda fuera de los objetivos de este curso. 



4. Intervalos de confianza.-
En una distribución normal, ( )σµ,N , hemos fijado de 

antemano una probabilidad p, y queremos encontrar un intervalo tal 
que la probabilidad de que cualquier elemento de la distribución 
dada esté incluida en dicho intervalo sea igual a p. 

La probabilidad p se llama nivel de confianza. 
El intervalo que buscamos se llama intervalo de confianza. 
La probabilidad de que un elemento de la distribución que 

esté fuera del intervalo de confianza se llama nivel de 
significación, o de riesgo, y se suele representar por α . 

Entre ambos niveles, de confianza y de significación, existe la siguiente relación: 
α−=1p  (ya que, evidentemente, 1=+αp ). 

Durante este tema podemos necesitar hallar tres tipos de intervalos de confianza: 

INTERVALOS BILATERALES:  

Con la tabla de la distribución normal ( )1,0N  buscamos aquel z tal que F (z) = 
2

1 α
− . Este z 

se suele escribir de la forma 
2

αz , y se suele llamar valor crítico. Por tanto nuestro intervalo de 

confianza es (-
2

αz ,
2

αz ).] 

Si estamos en una distribución normal ( )σµ,N , sabemos que 
σ
µ−

=
xz y por tanto 

zx .σµ += . Así pues el intervalo de confianza es: ( )
22

.,. αα σµσµ zz +−

INTERVALOS UNILATERALES DE LA FORMA ( )αx,∞− : 

En una distribución  ( )1,0N   buscamos aquel αz  para el que se verifica F ( αz ) = α−1 , el 

intervalo de confianza es ( )αz,∞− . En una distribución ( )σµ,N  sabemos que αα σµ zx .+= , 

luego el intervalo de confianza es: ( )ασµ z., +∞− . 

INTERVALOS UNILATERALES DE LA FORMA ( )+∞− ,αx : 

En una distribución  ( )1,0N   buscamos aquel  αz  para el que 

se verifica F ( αz ) = α−1 , y por simetría el valor  buscado es 

- αz . Por tanto el intervalo es: ( )+∞− ,αz . En una distribución

( )σµ,N  sabemos que αα σµ zx .−=− , luego el intervalo de 

confianza es: ( )+∞− ,. ασµ z .



Podemos trabajar con cualquier nivel de confianza pero, en el caso de intervalos bilaterales, 
los más frecuentes son: 

Nivel de confianza 
( )α−=1p  

Nivel de significación 
( )α  

2
α

2
αz

0´90 0´10 0´05 1´645 

0´95 0´05 0´025 1´96 

0´99 0´01 0´005 2´575 

4.2. Intervalos de confianza para una distribución de medias. 
Sabemos que si una distribución , X, es normal, o n es suficientemente grande ( )30≥n  la 

distribución de medias de tamaño n, X , es una distribución normal del tipo 







n

N σµ, . Aplicando 

los resultados obtenidos en el apartado anterior obtenemos los siguientes intervalos de confianza: 

Intervalos bilaterales:  
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OBSERVACIÓN: Si elegimos una muestra de tamaño n , la probabilidad de que su media, 
Xi, esté incluida en el intervalo de confianza es p. 

4.2. Intervalos de confianza para una distribución de proporciones. 

Sabemos que, si n es suficientemente grande y 0p  no está próximo a 0 ó a 1, la distribución 

muestral de proporciones, P̂ , es una distribución normal del tipo ( )
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Aplicando los resultados obtenidos anteriormente obtenemos los siguientes intervalos de 
confianza: 

Intervalos centrales: ( ) ( )
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Unilaterales superiores: ( )
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Unilaterales inferiores: ( )
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OBSERVACIÓN: Si elegimos una muestra de tamaño n , la probabilidad de que la 
proporción de elementos de esta muestra que tienen la característica C, ip , esté incluida en el 
intervalo de confianza es p. 

5. Relación entre el nivel de confianza, el error y el tamaño de una muestra.
El error máximo que podemos cometer al realizar un contraste de hipótesis bilateral 

es la distancia que hay del centro del intervalo a sus extremos, es decir el radio del 
intervalo: 

2 2 2,radio d z z z
n n nα α α
σ σ σµ µ µ µ   = ± = ± − =   

   
⋅ ⋅ ⋅

Por tanto: 

a) En la estimación de una media es 2E z
nα
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b) En la estimación de una proporción es ( )
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